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Аннотация

В данном учебном исследовании собраны разнообразные сведения о математических парадоксах. Работа содержит реферат, отражающий результаты исследования и презентацию для проведения внеклассной работы по математике и предназначена для учителей и учащихся школ, а также для всех интересующихся проблемой парадокса.  

Цель исследования: исследовать интерес учащихся 8-х классов к математическим парадоксам исследование понятия парадокса в целом и парадоксальных явлений в частности. 

В работе дается определение парадокса, приводится небольшой исторический экскурс, описываются различные виды математических парадоксов, осуществляется анализ особенностей парадоксальности, в частности, понятия противоречия, делается обзор основных средств создания парадоксальности и сфер функционирования парадокса, исследуются особенности парадоксальных явлений. Данная работа направлена на развитие познавательной деятельности учащихся, на развитие логического мышления. 
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Введение.

Данная работа является логическим продолжением предыдущей (за 7 класс) моей творческой работы под названием «Математические софизмы». Обе темы оказались настолько увлекательными и масштабными, что не поделиться полученными знаниями с друзьями и одноклассниками я не смог бы. И, по совету своего учителя математики, я решил вынести свою работу на школьную конференцию «Шаг в будущее».

Итак, парадокс (греч. "пара" - "против", "докса" - "мнение") близок к софизму. Но от него он отличается тем, что это не преднамеренно полученный противоречивый результат. 

  Парадокс - странное, расходящееся с общепринятым мнением, высказывание, а также мнение, противоречащее (иногда только на первый взгляд) здравому смыслу (словарь Ожегова). 

Математический парадокс - высказывание, которое может быть доказано и как истинна, и как ложь. 

Парадокс же в широком смысле - это утверждение, резко расходящееся с общепринятыми, устоявшимися мнениями, отрицание того, что представляется безусловно, правильным". Парадоксы были типичными способами постановки проблем в античном мышлении. Сначала парадоксы рассматривались только как продукт философских измышлений, теперь наука признала их полноправными членами сообщества научных проблем. Парадоксы возникают в современных прикладных науках также часто, как и в древних. 

В свое время (VII в. до н.э.) вавилонские жрецы-астрологи заметили, что некоторые планеты временами замедляют движение, пятятся назад, а затем снова продолжают движение в обычном направлении. Гераклид Пантийский смог объяснить "явление блуждающих светил" с помощью математической теории эпицикла. (слайд № 3)

Но при этом оставались другие проблемы - не все светила вели себя по этой схеме. Долгое время ученые с помощью своих теорий (геометрическая, механическая) не могли объяснить "дуализм света" (XVIII-XIX вв.), только предположение Д.К.Максвелла о электромагнитной природе света разрешило эту проблему. Таким образом, можно считать, что парадоксы возникают в науке там, где теория не описывает процессы должным образом. Разрешение таких парадоксальных явлений ведет в свою очередь к возникновению новых теорий .

Особое место занимают парадоксы в математике и логике. Здесь их статус глубоких и кардинальных проблем не подвергается сомнению. Тем более, что в математике, как ни в одной другой науке, особое внимание обращается на строгость и логическую последовательность доказательств. При этом часто возникают ситуации, в которых рассуждения, применяющиеся совсем недавно и считающиеся строгими, будут требовать дополнительного обоснования. Тогда математик просто излагает свои идеи в том виде, как они у него возникают. Однако часто возникает необходимость сделать выбор между методами изложения некорректными, но, быть может, плодотворными, и корректными, но позволяющими выразить мысль лишь в измененном виде и притом ценой значительных усилий. Ни тот, ни другой путь не свободен от опасностей. Первый путь ведет к возникновению и развитию новых теории и нового уровня абстракции, а следовательно и парадоксов, второй к "затуханию науки" . 

1. Многообразие парадоксов и их причины
1.1 Парадокс Банаха - Тарского, или парадокс удвоения шара, говорит, что трёхмерный шар равносоставлен двум своим копиям. (слайд № 4)

Разделяя шар на конечное число частей, мы интуитивно ожидаем, что, складывая эти части вместе, можно получить только сплошные фигуры, объём которых равен объёму исходного шара. Однако это справедливо только в случае, когда шар делится на части, имеющие объём. Суть парадокса заключается в том, что в трёхмерном пространстве существуют неизмеримые множества, которые не имеют объёма. Очевидно, что «куски» в таком разбиении не могут быть измеримыми (и невозможно осуществить такое разбиение какими-либо средствами на практике).

1.2 Задача о треугольнике. Дан прямоугольный треугольник 13×5 клеток, составленный из 4 частей. После перестановки частей при визуальном сохранении изначальных пропорций появляется дополнительная, не занятая ни одной частью, клетка. (слайд № 5)  

1) Перестановка частей. 2) Разрезанный треугольник. 3) «Гипотенуза» на самом деле является ломаной линией. Площади закрашенных фигур, разумеется, равны между собой (32 клетки), однако, то, что визуально наблюдается как треугольники 13×5, на самом деле таковым не является, и имеет разные площади (S13×5 = 32,5 клетки). То есть ошибка, замаскированная в условии задачи, состоит в том, что начальная фигура поименована треугольником (на самом деле это - вогнутый 4-угольник). Это отчётливо заметно на рисунках 1 и 2 - «гипотенузы» верхней и нижней фигур проходят через разные точки: (8,3) вверху и (5,2) - внизу. Секрет в свойствах синего и красного треугольников. Это легко проверить вычислениями. Отношения длин соответствующих сторон синего и красного треугольников не равны друг другу (2/3 и 5/8), поэтому эти треугольники не являются подобными, а значит, имеют разные углы при соответствующих вершинах. Если нижние стороны этих треугольников параллельны, то гипотенузы в обоих треугольниках 13×5 на самом деле являются ломаными линиями (на верхнем рисунке создаётся излом внутрь, а на нижнем — наружу). Если наложить верхнюю и нижнюю фигуры 13×5 друг на друга, то между их «гипотенузами» образуется параллелограмм, в котором и содержится «лишняя» площадь. На рисунке 3 этот параллелограмм приведён в верных пропорциях. По словам Мартина Гарднера, эту задачу изобрёл иллюзионист-любитель из Нью-Йорка Пол Карри в 1953. (слайд № 6)

1.3 Исчезающий квадрат.

Маленький квадрат «исчезает» и «появляется» при повороте частей. (слайд № 7)

Этот парадокс объясняется тем, что сторона (и площадь) нового большого квадрата немного отличается от стороны́ (и площади) того, который был в начале. Если в качестве первой фигуры принять тот квадрат, в середине которого нет маленького ромба, дальнейший анализ заметно упростится.

Таким образом, можно заключить, что ошибка, замаскированная в условии, состоит в том, что центры вращения составляющих 4-угольников находятся не там, где это представляется при визуальном осмотре картинки (не в точках пересечения их диагоналей). Они находятся в вершинах квадрата, повёрнутого относительно первого квадрата, хотя его стороны параллельны сторонам второго.

1.4 Парадокс Монти Холла - одна из известных задач теории вероятностей, решение которой, на первый взгляд, противоречит здравому смыслу.

В поисках автомобиля игрок выбирает дверь 1. Тогда ведущий открывает 3-ю дверь, за которой находится коза, и предлагает игроку изменить свой выбор на дверь 2. Стоит ли ему это делать? (слайд № 8)

Задача формулируется как описание гипотетической игры, основанной на американском телешоу «Let’s Make a Deal», и названа в честь ведущего этой передачи. Наиболее распространенная формулировка этой задачи, опубликованная в 1990 году в журнале Parade Magazine, звучит следующим образом:

Представьте, что вы стали участником игры, в которой вам нужно выбрать одну из трех дверей. За одной из дверей находится автомобиль, за двумя другими дверями - козы. Вы выбираете одну из дверей, например, номер 1, после этого ведущий, который знает, где находится автомобиль, а где - козы, открывает одну из оставшихся дверей, например, номер 3, за которой находится коза. После этого он спрашивает вас, не желаете ли вы изменить свой выбор и выбрать дверь номер 2. Увеличатся ли ваши шансы выиграть автомобиль, если вы примете предложение ведущего и измените свой выбор?

После публикации немедленно выяснилось, что задачка сформулирована некорректно: не все условия обговорены. Например, ведущий может предлагать сменить выбор тогда и только тогда, когда игрок первым ходом выбрал автомобиль. Очевидно, что смена первоначального выбора будет вести в такой ситуации к гарантированному проигрышу. При решении этой задачи обычно рассуждают примерно так: ведущий всегда в итоге убирает одну проигрышную дверь, и тогда вероятности появления автомобиля за двумя не открытыми становятся равны 1/2, вне зависимости от первоначального выбора.

На самом деле вероятность того, что изначально была выбрана дверь, скрывающая козла, равна 66% (2/3). И это никак не связано с тем, что ведущий открыл дверь; козёл выбран с вероятностью 66% (2/3). Следовательно, смена выбранной двери обеспечит 66-процентную (2/3) вероятность выбора автомобиля.

Этот вывод противоречит интуитивному восприятию ситуации большинством людей, поэтому описанная задача и называется парадоксом Монти Холла, т.е. парадоксом в бытовом смысле. (слайд № 9)

1.5 Оптические парадоксы

Невозможная фигура - один из видов оптических парадоксов, фигура, кажущаяся на первый взгляд проекцией обычного трёхмерного объекта, при внимательном рассмотрении которой становятся видны противоречивые соединения элементов фигуры. Создаётся иллюзия невозможности существования такой фигуры в трёхмерном пространстве.

Две известные невозможные фигуры — невозможный треугольник и невозможный х-зубец. (слайд № 10)

«Отцом» невозможных фигур является шведский художник Оскар Реутерсвард, который за годы своего творчества нарисовал тысячи таких фигур. (слайд № 11)

Настоящую известность невозможные фигуры обрели, когда их изобразил на своих литографиях известный голландский художник Мауриц Корнелис Эшер. (слайд № 12)

Направление в изобразительном искусстве, нацеленное на изображение невозможных фигур, называется имп-арт.

Наиболее известное использование невозможных фигур в массовой культуре — логотип автоконцерна «Рено» (слайд № 13)

И еще примеры оптических парадоксов:

1) Треугольник Пенроуза (слайд № 14)

2) Треугольник Пенроуза увековечен в виде скульптуры в Перте (Австралия). Созданный усилиями художника Брайна Мак Кея и архитектора Ахмада Абаса, он был воздвигнут в парке «Клайзебрук» в 1999 году, и теперь все проезжающие мимо могут видеть эту невозможную фигуру (слайд № 15)

3) Один из известнейших ученых Роджер Пенроуз , возглавляющий кафедру математики Оксфордского университета , уверен, что искусственный интеллект создать нельзя. 

Но стоит изменить угол зрения на скульптуру в Перте, как треугольник из невозможного превращается в реальное и эстетически непривлекательное сооружение, не имеющее к треугольникам никакого отношения (слайд № 16)

4) Невозможная труба (слайд № 17)

5) Невозможный дымоход (слайд № 18)

6) Невозможная гайка (слайд № 19)

7) И в заключении: необъяснимо - но факт! (слайд № 20)

2. Анкетирование

Моя работа не считалась бы законченной, если бы я не обосновал необходимость выбора данной темы. Среди учащихся 8-б и 8-г классов я провел анкетирование по следующим вопросам: (слайд № 21).

1.Укажите ваш возраст.

2. Укажите ваш пол.

3. Доводилось ли вам слышать подобную фразу: «Невероятно – но факт!» 

4. Знакомо ли вам понятие «Парадокс»?

5. Если, отвечая на предыдущий вопрос, вы ответили положительно, постарайтесь дать определение этого понятия.

6. На каких уроках приводились примеры парадоксов? (Ответ при условии положительного ответа на предыдущий вопрос)

7. Надо ли знакомить учащихся на уроках с парадоксами?

8. Как вы думаете, для чего нужны парадоксы? 

9. Хотели бы вы больше узнать о парадоксах, особенно математических?

10. Как вы считаете, какую роль для вас может сыграть более глубокое знакомство с парадоксами?

 После обработки данных ответов (особенно на некоторые вопросы, которые я привожу в виде диаграммы), я пришел к выводу, что тема «Математические парадоксы» будет полезна и интересна моим сверстникам, и, надеюсь, пригодится учителям на внеклассных мероприятиях по математике. (слайд № 22)

Заключение

Таким образом:

парадокс в широком смысле - это утверждение, резко расходящееся с общепринятыми, устоявшимися мнениями, отрицание того, что представляется "безусловно правильным".

Парадокс в более узком и более современном значении - это два противоположных утверждения, для каждого из которых имеются представляющиеся убедительными аргументы. Все парадоксы имеют одно общее свойство - самоприменимость или циркулярность. Парадоксы возникают в науке там, где теория не описывает процессы должным образом. Разрешение таких парадоксальных явлений ведет в свою очередь к возникновению новых теорий.

Проблемы, связанные с парадоксами, относятся к разным типам и затрагивают все основные разделы логики и математики. Требуется не просто разрешение парадоксов, необходимо их объяснение, углубляющее представления о логических закономерностях мышления.
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 Как выяснилось, парадоксы обнажают глубинные течения познавательного процесса. Возвещая о назревшем неблагополучии в науке, они вместе с этим решительно продвигают ее вперед и именно тем, что приносят новые, еще более парадоксальные идеи.

В статье "Парадокс Монти-Холла" менять или не менять свое решение при новых условиях игры, мы выяснили, что правильный ответ - это изменить свой выбор. Почему изменить? Объясняю - предположим у Вас есть выбор:идти направо, где Вы наткнетесь на три двери,за двумя из которых автомобили, а за третьей коза или налево, где тоже три двери, но за двумя из них козы и за одной автомобиль. Куда пойдете Вы? Думаю, что направо. Ведь глупо идти туда, где меньше шансов!

После того как Вы сделали свой выбор, ведущий убирает одну из оставшихся дверей при условии, что там точно коза. Вы можете поменять свой выбор. Как Вы поступите? Останетесь при своем мнение или измените его???

Этот парадокс настолько популярен, что его можно встретить в художественной литературе (С. Лукьяненко в книге "Недотепа"), а также при просмотре фильмов "Числа" и "Двадцать одно".

правильный ответ - это изменить свой выбор. И это действительно так: конечно это не значит, что Вы выиграли машину, но вероятность выигрыша увеличилась от 33,3% до 66,6%. Могу точно сказать, чтопарадокс Монти-Холла работает! Если, Вы не понимаете как, попробую объяснить в одной из следующих статей, но если и в этом случае не поймете, то просто примите как факт и пробуйте использовать это в своей жизни - вероятность везения точно увеличится! Да и еще: математика бывает полезна и это не единственный пример!

Перед вами два треугольника, составленных из одинаковых элементов. Нижний треугольник, в котором элементы расположены немного по-другому, почему-то содержит незанятый квадрат в середине. Очевидно, что треугольники одинаковые и никаких пустот быть не должно. Откуда же взялась лишняя клетка?

Вы можете вырезать такие же детали из листа бумаги в клетку и убедиться, что неизвестно откуда берётся пустое место внутри треугольника, хотя взяться ему просто неоткуда! 

Разгадка простая: первый треугольник немного "вогнут", а второй - слегка выпуклый. В этом можно убедиться, сравнив наклон гипотенузы синего и жёлтого кусочков: у жёлтого наклон = 0.375, а у синего - 0.4. Получается, что общие площади верхнего и нижнего треугольников всё-таки различаются, а разница как раз составляет одну клетку!

Большой квадрат составлен из четырёх четырёхугольников и маленького квадрата. Если четырёхугольники развернуть, то они заполнят площадь, занимаемую маленьким квадратом, хотя площадь большого квадрата визуально не изменится.

Этот парадокс объясняется тем, что сторона нового большого квадрата немного меньше, чем сторона того, который был в самом начале. Если длина стороны большого квадрата a и θ — угол между двумя противоположными сторонами в четырёхугольнике, то площадь большого квадрата после перестановки частей изменится в sec2θ − 1 раз. При этом разность между площадями составляет приблизительно 0,8 %.
